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Abstrak
Metode Papoulis yang memiliki 2 parameter N dan ρ yang
harus ditentukan merupakan salah satu metode pendekatan
numerik untuk mendapatkan invers transformasi Laplace dari
fungsi dalam domain Laplace yang invers transformasinya
sulit diselesaikan secara analitik. Pada Tugas Akhir ini,
dibahas mengenai kajian metode Papoulis dan penerapannya
dalam bidang investasi yaitu American put option dengan
dividen. Pada uji coba fungsi sederhana, metode Papoulis
memiliki tingkat akurasi yang baik untuk 28 nilai pasangan
parameter dengan nilai pasangan parameter N=19 dan ρ =
1.9 merupakan nilai pasangan parameter yang optimal untuk
menghitung nilai exercise optimal American put option dengan
dividen. Performansi dari metode Papoulis dengan parameter
tersebut menghasilkan nilai exercise optimal bagi pembeli
option yaitu sebesar $69.89 dan memiliki kecepatan komputasi
0.031196 detik.
Kata-kunci: Metode Papoulis, Invers transformasi
Laplace, American put option, Dividen
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Abstract
The Papoulis method that has two parameters N and ρ
to be determined is one of the numerical approach methods
to obtain the inverse Laplace transform of the function in
the Laplace domain whose inverse transformation is difficult
to be solved analytically. The study of Papoulis method and
its application in financial planning such as American put
option with dividends are described in this final assignment.
The Papoulis method has good accuracy for 28 pair values of
parameter (N, ρ) on simple functions test with the value N =
19 and ρ = 1.9 is the optimal pair of parameter value for
calculating the optimal exercise value American put option
with dividends. The performance of the Papoulis method
with those parameters obtain optimal exercise value for the
option buyer is $69.89 and has a fairly fast computing speed
of 0.031196s.
Keywords: Papoulis method, Laplace transform inversion,
American put option, Dividends
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BAB I
PENDAHULUAN
Pada bab ini dijelaskan mengenai latar belakang
permasalahan, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan
dan manfaat dari tugas akhir ini.
1.1 Latar Belakang
Suatu pernyataan dalam variabel s yang dinotasikan
dengan F (s), dimana f(t) dan F (s) = L{f(t)} membentuk
suatu pasangan transformasi (transform pair) disebut sebagai
transformasi Laplace. Ini berarti bahwa jika F (s) adalah
transformasi Laplace dari f(t), maka f(t) adalah invers
transformasi Laplace dari F (s). Kemampuan untuk mencari
transformasi Laplace dari suatu pernyataan dan kemudian
menginverskannya inilah yang membuat transformasi Laplace
sangat berguna untuk menyelesaikan persamaan diferensial
[1].
Invers transformasi Laplace dapat diselesaikan secara
analitik menggunakan perhitungan yang telah ditabelkan
dalam tabel transformasi Laplace untuk fungsi yang
sederhana. Invers transformasi Laplace untuk fungsi
yang lebih rumit sulit didapatkan secara analitik dengan
memanipulasi ke dalam bentuk yang telah ada dalam tabel
transformasi Laplace [2]. Dalam mengatasi permasalahan
ini, diperlukan suatu metode pendekatan numerik dari invers
transformasi Laplace [2]. Berbagai metode pendekatan
numerik telah dikembangkan selama beberapa tahun
terakhir untuk mendapatkan solusi semianalitik dari invers
transformasi Laplace, diantaranya yaitu metode Gaver-
1
2Stehfest, metode Papoulis, metode Durbin-Crump, metode
Weeks, dan metode Piessens [3]. Solusi semianalitik ini
berupa hasil pendekatan inversi numerik dari domain dalam
fungsi Laplace [4].
Solusi numerik dari hasil invers transformasi Laplace
sangat bermanfaat dalam berbagai aspek, salah satunya
dalam perencanaan keuangan di bidang investasi [5].
Investasi merupakan penempatan sejumlah dana pada saat
ini dengan harapan untuk memperoleh keuntungan di masa
depan. Proses investasi terjadi pada pasar uang dan pasar
modal. Pada pasar modal terdapat beberapa produk derivatif,
dimana produk derivatif merupakan kontrak atau perjanjian
yang nilai atau peluang keuntungannya bergantung dengan
kinerja aset lain. Produk derivatif yang banyak dipergunakan
adalah future, forward, swaps, dan option.
Option merupakan suatu perjanjian atau kontrak antara
penjual dan pembeli option, dimana penjual option menjamin
adanya hak (tetapi bukan kewajiban) dari pembeli option
untuk membeli atau menjual aset tertentu pada waktu dan
harga yang telah ditetapkan [6]. Option dapat digunakan
untuk meminimalisasi risiko dan sekaligus memaksimalkan
keuntungan dengan daya ungkit (leverage) yang lebih
besar. Dengan membeli option memberi kesempatan untuk
memperoleh keuntungan dari kenaikan harga sekuritas yang
mendasarinya tanpa harus membeli sekuritas itu sendiri.
Jika investor memiliki sekuritas yang mendasarinya, menjual
option dapat memberi kesempatan untuk memperoleh
pendapatan ekstra.
Terdapat dua jenis option berdasarkan bentuk hak yang
terjadi yaitu call option dan put option. Dengan membeli
put option, pembeli diperbolehkan untuk menjual stock pada
masa mendatang dengan menggunakan harga yang telah
disetujui pada saat sekarang. Jika stock tersebut melemah,
3put option tersebut menjadi semakin bernilai dikarenakan
akan kenyataan bahwa pembeli masih bisa untuk menjual
stock tersebut pada harga yang lebih mahal yang telah
disetujui dengan penjual dari option, jika pembeli harus
menggunakan option tersebut.
Dalam put option, dikenal premi opsi (option premium)
yang merupakan uang jaminan di awal kontrak dan
harga pelaksanaan (strike price atau exercise price).
Terdapat berbagai macam tipe option berdasarkan harga
pelaksanaannya antara lain yaitu tipe Eropa dan tipe
Amerika. Salah satu tipe option yang sering digunakan
yaitu tipe Amerika (American put option), dimana harga
pelaksanaannya dapat dilakukan kapan saja sampai dengan
dan termasuk tanggal berakhirnya kontrak.
Salah satu pengaruh pembayaran harga opsi yaitu
dividen yang dibayarkan. Dividen merupakan keuntungan
penghasilan yang diberikan oleh emiten kepada para
pemegang saham perusahaan atas pendapatan perusahaan
sehingga terdapat kas yang keluar dari perusahaan. Sebagai
akibatnya harga saham akan turun. Penurunan harga saham
akan menaikkan nilai put option.
Persamaan American put option dengan dividen berada
dalam ruang Laplace, sehingga diperlukan invers transformasi
Laplace untuk mendapatkan solusi dari permasalahan
tersebut [7]. Dalam Tugas Akhir ini, akan dibahas mengenai
performansi salah satu metode pendekatan numerik invers
transformasi Laplace yaitu metode Papoulis pada perhitungan
nilai American put option dengan dividen. Dalam metode
Papoulis ini, invers transformasi Laplace diperoleh sebagai
perluasan deret dari polinomial Legendre berderajat 2n dalam
fungsi eksponensial e−ρt.
41.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah yang perlu untuk dikaji dalam tugas
akhir ini adalah bagaimana mendapatkan performansi metode
Papoulis pada perhitungan nilai American put option dengan
dividen.
1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah yang digunakan dalam tugas akhir ini
adalah:
1. Nilai American put option yang digunakan mempunyai
dividen.
2. Underlying asset yang diperjualbelikan adalah saham.
3. Volatilitas harga saham konstan.
4. Suku bunga bank bebas resiko, konstan dan berlaku
sepanjang waktu option.
1.4 Tujuan
Tujuan dalam tugas akhir ini adalah mendapatkan
performansi metode Papoulis pada perhitungan nilai
American put option dengan dividen.
1.5 Manfaat
Manfaat dalam tugas akhir ini adalah mendapatkan
performansi penggunaan metode Papoulis pada penghitungan
nilai American put option dengan dividen dimana
hasil performansi metode Papoulis ini diharapkan dapat
memberikan kemudahan dalam menghitung nilai American
put option dengan dividen.
BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini dijelaskan mengenai penelitian terdahulu dan
teori-teori yang terkait dengan Tugas Akhir yaitu metode
Papoulis, option, dividen, dan formula harga exercise optimal.
2.1 Penelitian Terdahulu
Pada penelitian sebelumnya, Song-Ping Zhu, Jin Zhang,
dan Y. C. Hon [5] telah melakukan penelitian mengenai
teknik baru pendekatan numerik pada perhitungan nilai
American put option berdasarkan pada transformasi Laplace.
Mereka menggunakan salah satu metode invers Laplace yaitu
metode Gaver-Stehfest untuk melakukan inversi numerik
pada perhitungan nilai American put option. Mereka
menyimpulkan bahwa metode yang mereka gunakan memiliki
efisiensi komputasi yang lebik baik dibandingkan dengan
metode binomial standar. Namun pada penelitian ini, mereka
tidak melakukan perbandingan dengan beberapa metode
invers Laplace yang lain.
Jin Zhang [7] selanjutnya melakukan penelitian mengenai
perbandingan performansi beberapa metode invers Laplace
pada perhitungan nilai American put option yaitu metode
Gaver-Stehfest, metode Papoulis dan metode kombinasi
linear Kwok dan Barthez. Penelitian yang mereka lakukan
menyimpulkan metode Gaver-Stehfest lebih disarankan untuk
perhitungan nilai American put option dibandingkan dengan
metode kombinasi linear Kwok dan Barthez berdasarkan
kecepatan komputasinya. Namun pada metode Papoulis, Jin
Zhang hanya melakukan uji coba pada fungsi sederhana saja
5
6dan tidak berlanjut pada penghitungan nilai American put
option.
2.2 Metode Papoulis
Metode Papoulis berdasarkan pada perluasan f(t) menjadi
deret eksponensial [8]:
f(t) =
N−1∑
n=0
αnP2n(e
−ρt)
dimana P2n(e
−ρt) merupakan polinomial Legendre berderajat
2n dalam e−ρt. Nilai αn merupakan koefisien dalam
polinomial Legendre yang dapat dihitung dari rumus rekursi:
ρf¯ [(2k + 1)ρ] =
k∑
m=0
(k −m+ 1)m
2(k +
1
2
)m+1
αm
dengan k = n dan (j)m merupakan simbol Pochammer [3]:
(j)m = 1 untuk m = 0
= j(j + 1)...(j +m− 1) untuk m > 0.
Dengan menggunakan metode ini, terdapat dua parameter
yang harus ditentukan yaitu N dan ρ dengan N merupakan
bilangan bulat positif dan ρ merupakan bilangan real.
2.3 Option
Option adalah kontrak resmi antara holder dan writer
yang memberikan hak (tanpa adanya kewajiban) kepada
holder untuk membeli (call option) atau menjual (put option)
sebuah underlying asset dengan harga tertentu (exercise
price/strike price) dan pada waktu tertentu (expiration
date/maturity date) sesuai dengan kesepakatan [6].
72.3.1 Terminologi dalam option
Komponen-komponen yang mendasari option dapat
diuraikan sebagai berikut:
1. Premium
Premium adalah harga yang dibayar untuk kontrak
awalnya oleh pembeli option kepada penjual option.
2. Underlying asset
Underlying asset adalah aset mendasar yang
diperjualbelikan dalam transaksi option. Contoh:
saham, obligasi, komoditi, dll. Underlying asset yang
diperdagangkan dalam pasar option hanya tersedia
untuk sekuritas-sekuritas tertentu dan indeks-indeks
yang disetujui.
3. Strike price/exercise price
Strike price/exercise price adalah harga pembelian atau
penjualan yang telah ditentukan untuk underlying asset
jika option di-exercise. Untuk put option, strike price
berarti harga yang harus dibayar (dibeli) pemilik put
option pada saat jatuh tempo.
4. Expiration date/maturity date
Expiration date/maturity date adalah tanggal pada
kontrak option yang dapat dilaksanakan transaksi
(exercise) atau tanggal pada kontrak option yang
diberikan kepada pemegang hak. Setelah melewati
expiration date maka option dinyatakan kadaluarsa atau
tidak dapat di-exercise.
5. Intrinsic value
Intrinsic value adalah suatu nilai nyata dari premi
sebuah option yang merupakan selisih antara strike price
dan harga underlying asset.
82.3.2 Mekanisme option
Terdapat dua jenis option berdasarkan bentuk hak yang
terjadi antara lain:
1. Call option
Call option adalah sebuah kontrak option yang
memberikan hak kepada holder untuk membeli suatu
asset dalam jumlah tertentu pada waktu dan harga yang
telah ditetapkan. Ada dua pihak dalam call option yaitu
call option buyer/long call dan call option seller/short
call.
2. Put option
Put option adalah sebuah kontrak option yang
memberikan hak kepada holder untuk menjual suatu
asset dalam jumlah tertentu pada waktu dan harga yang
telah ditetapkan. Ada dua pihak dalam put option yaitu
put option buyer/long put dan put option seller/short
put.
2.3.3 Tipe option
Ada 2 macam tipe dari stock options yaitu opsi tipe
Eropa/European style option dan opsi tipe Amerika/American
style option. Nama-nama tersebut sama sekali tidak
ada hubunganya dengan dimana stock option tersebut
diperdagangkan, dimana sebagian besar dari bursa stock
option terdagangkan adalah menggunakan American style
option, bahkan di Eropa sekalipun. European style option
dan American style option tidaklah sama. Hal ini
ditinjau dari bagaimana cara penanganan mereka pada saat
menggunakan option. Dengan menggunakan option, berarti
kita menggunakan hak kita untuk membeli atau menjual
asset-asset yang berada di bawahnya bersebanding dengan
terminologi kontrak dari stock option. European style option,
memperbolehkan pemegangnya untuk menggunakan option
9setelah melampaui masa habis kadaluwarsanya, sedangkan
American style option memperbolehkan pemegangnya untuk
menggunakannya pada waktu yang mereka inginkan sebelum
habis masa kadaluwarsanya. Fleksibilitas dari American style
option inilah yang membuat harganya lebih mahal daripada
European style option dan juga menciptakan permasalahan
yaitu menemukan cara yang tepat untuk memberikan harga
pada American style option tersebut.
2.3.4 Faktor option
Terdapat beberapa faktor yang mempengaruhi harga
option, antara lain:
1. Harga underlying asset
Harga asset yang mendasarinya/underlying asset
dijadikan patokan dalam menentukan harga option.
Harga suatu call option akan semakin tinggi apabila
harga underlying asset-nya juga semakin tinggi. Dan
sebaliknya harga put option akan semakin tinggi
apabila underlying asset-nya semakin rendah. Hal ini
menunjukkan bahwa harga underlying asset berbanding
lurus dengan harga call option dan berbanding terbalik
dengan harga put option.
2. Moneyness
Moneyness merupakan perbedaan antara harga
underlying asset saat ini dengan strike price. Suatu
put option dan call option akan memiliki nilai apabila
berada pada kondisi in the money. Sehingga harga
put option tersebut semakin meningkat apabila strike
price-nya tinggi dan berlaku sebaliknya pada call
option.
3. Jangka waktu jatuh tempo
Jangka waktu jatuh tempo mempengaruhi harga option.
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Semakin panjang time to expiry, maka semakin tinggi
harga call option, sedangkan harga put option semakin
rendah.
4. Volatilitas
Volatilitas atas underlying asset adalah ukuran tingkat
ketidakpastian pergerakan underlying asset tersebut
dimasa datang. Jika volatilitas semakin meningkat
maka akan semakin meningkat pula peluang underlying
asset mengalami peningkatan atau malah penurunan.
Semakin besar volatilitas (semakin bergerak naik turun)
semakin tinggi nilai call option dan put option.
5. Tingkat suku bunga bebas risiko/risk free interest rate
Tingkat suku bunga bebas risiko/risk free interest
rate juga mempengaruhi harga suatu option. Jika
interest rate dalam perekonomian meningkat, maka
akan mempengaruhi harapan kenaikan harga suatu
underlying asset. Harga put option akan menurun
dengan adanya peningkatan risk free interest rate.
Begitu pula sebaliknya, call option akan meningkat.
2.4 Dividen
Dividen adalah pembagian laba kepada pemegang saham
berdasarkan banyaknya saham yang dimiliki [6]. Pembagian
ini akan mengurangi laba ditahan dan kas yang tersedia bagi
perusahaan, tapi distribusi keuntungan kepada para pemilik
saham memang tujuan utama suatu bisnis. Terdapat 4 jenis
dividen, yaitu:
1. Dividen tunai
Dibayarkan dalam bentuk tunai dan dikenai pajak pada
tahun pengeluarannya.
2. Dividen saham
Dibayarkan dalam bentuk saham tambahan, dihitung
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berdasarkan proporsi terhadap jumlah saham yang
dimiliki.
3. Dividen properti
Dibayarkan dalam bentuk aset.
4. Interim
Dibagikan sebelum tahun buku perseroan berakhir.
2.5 Formula Harga Exercise Optimal
Pada sub bab ini, akan dijelaskan mengenai penurunan
rumus dari formula harga exercise optimal American put
option yang telah dilakukan oleh Jin Zhang [7]. Nilai dari
American put option bergantung pada beberapa parameter
berikut, yaitu:
D0 = nilai dividen,
r = tingkat suku bunga,
σ = volatilitas dari underlying asset,
T = waktu kontrak,
X = strike price.
American option juga dapat diuraikan sebagai European
option dengan kondisi option dapat di-exercise lebih awal.
Dalam hal ini, dapat dicari harga exercise optimal Sf (t)
dimana option sebaiknya di-exercise. Sistem persamaan
diferensial untuk menentukan nilai American put option dapat
diberikan sebagai berikut:
∂V
∂t
+
1
2
σ2S2
∂2V
∂S2
+ (r −D0)S∂V
∂S
− rV = 0,
V (Sf (t), t) = X − Sf (t),
∂V
∂S
(Sf (t), t) = −1,
limS→∞ V (S, t) = 0,
V (S, T ) = max{X − S, 0}.
(2.1)
Untuk menyelesaikan Persamaan (2.1), dilakukan normalisasi
semua variabel dalam sistem dengan memperkenalkan
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beberapa variabel baru yaitu:
τ = (T − t)σ
2
2
, γ =
2r
σ2
, D =
2D0
σ2
, V ′ =
V
X
, S′ =
S
X
,
Sf
′(τ) =
Sf (τ)
X
.
Normalisasi dari Persamaan (2.1) didapatkan sebagai berikut:
∂V
∂τ
− S2∂
2V
∂S2
− (γ −D)S∂V
∂S
+ γV = 0,
V (Sf (τ), τ) = 1− Sf (τ),
∂V
∂S
(Sf (τ), τ) = −1,
limS→∞ V (S, τ) = 0,
V (S, 0) = max{1− S, 0}.
(2.2)
Dalam Persamaaan (2.2), V merupakan nilai option, S
merupakan harga underlying asset, τ merupakan sisa waktu
kontrak.
Jika harga underlying asset berada di antara Sf dan
strike price, maka option akan berada dalam kondisi in the
money dan pemilik option akan memiliki kesempatan untuk
melakukan exercise lebih awal. Oleh karena itu, dapat
didefinisikan sebuah fungsi baru U yang menyatakan nilai
American put option sebagai berikut:
U =
{
V + S − 1, jika Sf ≤ S < 1
V, jika S ≥ 1.
Persamaan (2.2) yang bersesuaian dengan U didapatkan
sebagai berikut:
−1
γ
∂U
∂τ
+
S2
γ
∂2U
∂S2
+ (γ −D)S
γ
∂U
∂S
+DS = U + 1,
U (Sf (τ), τ) = 0,
∂U
∂S
(Sf (τ), τ) = 0,
U(S, 0) = 0,
(2.3)
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−∂U
∂τ
+ S2
∂2U
∂S2
+ (γ −D)S∂U
∂S
− γU = 0,
limS→∞ U (S, τ) = 0,
U(S, 0) = 0,
(2.4)
Pengenalan dari fungsi U membuat sistem lebih mudah
diselesaikan dalam ruang Laplace karena semua kondisi batas
pada Persamaan (2.3) homogen. Untuk mempertahankan
kontinuitas dari nilai option ketika harga underlying asset
sama dengan strike price (misalnya S = 1), diperlukan 2
kondisi tambahan pada U yaitu:
lim
S→ 1−
U = lim
S→ 1+
U, (2.5)
lim
S→ 1−
∂U
∂S
= lim
S→ 1+
∂U
∂S
+ 1. (2.6)
Dengan menggunakan transformasi Laplace, penyelesaian
dari Persamaan (2.3) hingga Persamaan (2.6) didapatkan
sebagai berikut:
S2
d2U¯
dS2
+ (γ −D)SdU¯
dS
− (γ + p)U¯ = γ −DS
p
,
U¯(pS¯f , p) = 0,
dU¯
dS
(pS¯f , p) = 0,
(2.7)
 S2d
2U¯
dS2
+ (γ −D)SdU¯
dS
− (γ + p)U¯ = 0,
limS→∞ U¯(S, p) = 0,
(2.8)
 U¯(1
−, p) = U¯(1+, p),
dU¯
dS
(1−, p) =
dU¯
dS
(1+, p) +
1
p
.
(2.9)
dengan p merupakan parameter Laplace. Persamaan (2.8)
merupakan persamaan diferensial Euler yang akar-akarnya
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dapat diperoleh sebagai berikut:
substitusi S = et, sehingga:
lnS = t
1
S
=
dt
dS
sehingga, turunan pertama U¯ terhadap S adalah:
dU¯
dS
=
dU¯
dt
dt
dS
=
dU¯
dt
1
S
(2.10)
sedangkan turunan kedua U¯ terhadap S adalah:
d2U¯
dS2
=
d
dS
(
dU¯
dS
)
=
d
dS
(
dU¯
dt
1
S
)
=
d
(
dU¯
dt
)
dt
dt
dS
1
S
=
d2U¯
dt2
1
S2
− 1
S2
dU¯
dt
=
1
S2
(
d2U¯
dt2
− dU¯
dt
)
S2
d2U¯
dS2
=
d2U¯
dt2
− dU¯
dt
(2.11)
misalkan operator
dU¯
dt
= D, maka berdasarkan persamaan
(2.10) dan (2.11) diperoleh:
(γ −D)SU¯ ′ = (γ −D)DU¯
S2U¯” = D(D − 1)U¯
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sehingga persamaan (2.8) menjadi PD linier dengan koefisien
konstan berikut:
[D2 + (γ −D − 1)D − (γ + p)]U¯ = 0
dengan melakukan substitusi U¯ = eqt, sehingga diperoleh
persamaan karakteristik berikut:
q2 + (γ −D − 1)q − (γ + p) = 0
q1,2 merupakan akar-akar dari persamaan karakteristik yang
telah diperoleh tersebut, yaitu:
q1,2 = b±
√
b2 + (p+ γ)
dengan
b =
1 +D − γ
2
.
Dengan menggunakan teknik standar, solusi dari Persamaan
(2.7) dan Persamaan (2.8) dapat ditemukan sebagai berikut:
U¯ =
 C1Sq1 + C2Sq2 +
(DS − γ)p+ (S − 1)γD
p(p+ γ)(p+D)
,
C3S
q3 + C4S
q4 .
(2.12)
Dalam Persamaan (2.12), C1 hingga C4 merupakan fungsi
kompleks dari p yang berubah-ubah sesuai dengan kondisi
batasnya. Untuk memenuhi kondisi batas pada Persamaan
(2.8), C3 harus bernilai nol. Setelah semua kondisi batas pada
Persamaan (2.7) dan Persamaan (2.8) ditentukan, diperoleh
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satu set persamaan aljabar sebagai berikut:
C1(pS¯f )
q1 + C2(pS¯f )
q2 +
(DpS¯f − γ)p+ (pS¯f − 1)γD
p(p+ γ)(p+D)
= 0,
C1q1(pS¯f )
q1−1 + C2q2(pS¯f )q2−1 +
D
p(p+D)
= 0,
C1(1)
q1 + C2(1)
q2 − D − γ
(p+ γ)(p+D)
= C4(1)
q2 ,
C1q1(1)
q1 + C2q2(1)
q2 +
D
p(p+D)
= C4q2(1)
q2 +
1
p
.
(2.13)
Dalam Persamaan (2.13), terdapat tiga fungsi kompleks
C yang bergantung pada S¯f dan p, yang mana S¯f hanya
bergantung pada p. Setelah menyelesaikan Persamaan (2.13),
didapatkan formula harga exercise optimal dari American put
option dengan dividen dalam ruang Laplace sebagai berikut
[7]:
S¯f (p)
q1 γ + p+ (D − γ)q2
q2(p+ γ)(p+D)
+S¯f (p)D
1− q2
pq1q2(p+D)
= − γ
p1+q1(p+ γ)
.
(2.14)
BAB III
METODOLOGI PENELITIAN
Pada bab ini dijelaskan langkah-langkah yang digunakan
dalam pengerjaan Tugas Akhir. Disamping itu, dijelaskan
pula prosedur dan proses pelaksanaan tiap-tiap langkah yang
dilakukan dalam menyelesaikan Tugas Akhir.
3.1 Objek dan Aspek Penelitian
Objek penelitian yang digunakan pada penelitian ini
adalah salah satu metode invers Laplace yaitu metode
Papoulis. Sedangkan aspek yang digunakan dalam penelitian
yaitu mendapatkan performansi metode Papoulis melalui uji
coba fungsi sederhana dan penerapannya pada perhitungan
nilai American put option dengan dividen.
3.2 Data Penelitian
Dalam tugas akhir ini, data parameter pada formula harga
exercise optimal American put option yang digunakan adalah
data abstrak yang diambil dari penelitian Jin Zhang [7].
3.3 Tahap Penelitian
Pada sub bab ini dijelaskan mengenai tahapan-tahapan
yang dilakukan dalam menyelesaikan Tugas Akhir ini.
Adapun langkah-langkah sistematis yang dilakukan dalam
proses pengerjaan Tugas Akhir akan dijelaskan sebagai
berikut:
1. Studi literatur
Pada tahapan ini dilakukan pengumpulan teori
pendukung mengenai metode Papoulis, American put
option, dan dividen.
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2. Kajian metode Papoulis
Pada tahapan ini dilakukan penurunan rumus dari
metode Papoulis yang digunakan dalam tugas akhir
ini. Penurunan rumus metode Papoulis yang dilakukan
berdasarkan pada definisi transformasi Laplace.
3. Uji coba fungsi sederhana
Pada tahapan ini dilakukan simulasi metode Papoulis
pada fungsi sederhana untuk mengetahui tingkat akurasi
dengan nilai error tekecil. Selain itu juga dicari nilai
parameter pada metode Papoulis yang digunakan pada
perhitungan nilai American put option.
4. Aplikasi formula harga exercise optimal pada metode
Papoulis
Pada tahapan ini, dilakukan simulasi metode Papoulis
pada perhitungan nilai American put option dengan
dividen. Simulasi menggunakan software MATLAB.
5. Analisis performansi metode Papoulis
Pada tahapan ini dilakukan analisa performansi pada
simulasi yang telah dilakukan untuk mengetahui
performansi metode Papoulis pada perhitungan nilai
American put option dengan dividen.
6. Penyusunan laporan
Dalam tahapan akhir tugas akhir ini penulis menyusun
laporan sesuai dengan sistematika penulisan. Penulis
melakukan penarikan kesimpulan dari hasil analisis dan
pembahasan yang telah dilakukan.
3.4 Diagram Alir Penelitian
Berdasarkan uraian tersebut diatas, tugas akhir ini dapat
dinyatakan dalam diagram alir sebagai berikut:
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Gambar 3.1: Diagram Alir Tahap Penelitian

BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini dibahas secara detail mengenai penerapan
metode Papoulis untuk menghitung American put option
dengan dividen. Pembahasan meliputi kajian metode
Papoulis, uji coba fungsi sederhana, aplikasi formula harga
exercise optimal pada perhitungan nilai American put option
dengan dividen, serta analisis performansi metode Papoulis.
4.1 Kajian metode Papoulis
Dalam sub bab ini dibahas mengenai penurunan
rumus dari metode Papoulis yang akan digunakan dalam
penghitungan nilai American put option dengan dividen.
Tahapan penurunan rumus dari metode Papoulis diawali
dengan definisi transformasi Laplace. Fungsi dalam
definisi tersebut kemudian diubah ke dalam fungsi genap.
Kemudian, dilakukan perluasan fungsi genap menjadi
deret eksponensial polinomial Legendre berderajat genap
dalam e−ρt. Selanjutnya polinomial Legendre tersebut
ditransformasi Laplace sehingga menghasilkan fungsi dalam
domain Laplace. Fungsi dalam domain Laplace ini dapat
digunakan untuk mencari koefisien dalam polinomial Legendre
yang akan digunakan dalam perhitungan invers transformasi
Laplace secara numerik untuk mencari nilai fungsi dalam
domain waktu.
Transformasi laplace dapat dinyatakan sebagai berikut [8]:
f¯(s) =
∫ ∞
0
e−stf(t)dt (4.1)
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Selanjutnya, dilakukan substitusi variabel baru dari variabel
x = f(t) yang memenuhi syarat :
1. |f | < 1
2. f satu-satu
Substitusi ini dilakukan untuk mendapatkan ekpansi dari f(t)
ke deret polinomial Legendre. Sehingga dilakukan substitusi:
x = e−ρt, dengan asumsi ρ > 0
dx = −ρe−ρtdt
dt = − 1
ρe−ρt
dx
dan juga didapatkan:
ln x = ln e−ρt
ln x = −ρt
t = −1
ρ
ln x
Batas integral pada Persamaan (4.1) juga berubah menjadi:
t = 0 ⇒ x = e−ρ 0 = e0 = 1
t =∞ ⇒ lim
t→∞ e
−ρt = 0
sehingga didapatkan:
f¯(s) = −
∫ 0
1
1
ρ
1
e−ρt
e−stf(−1
ρ
ln x)dx
=
1
ρ
∫ 1
0
eρt−stf(−1
ρ
ln x)dx
=
1
ρ
∫ 1
0
e
−ρt(
s
ρ
−1)
f(−1
ρ
ln x)dx
=
1
ρ
∫ 1
0
x
(
s
ρ
−1)
g(x)dx
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Dimisalkan s = (2k + 1)ρ, maka diperoleh:
f¯ [(2k + 1)ρ] =
1
ρ
∫ 1
0
x2kg(x)dx (4.2)
Dimisalkan:
y = −x
dy = −dx
dengan batas:
x = 0 ⇒ y = 0
x = 1 ⇒ y = −1
sehingga didapatkan:
f¯ [(2k + 1)ρ] = −1
ρ
∫ −1
0
(−y)2kg(−y)dy
f¯ [(2k + 1)ρ] =
1
ρ
∫ 0
−1
(−y)2kg(−y)dy
f¯ [(2k + 1)ρ] =
1
ρ
∫ 0
−1
(−x)2kg(−x)dx
Jika g(x) di [−1, 0] didefinisikan dengan:
g(−x) = g(x)
maka diperoleh:
f¯ [(2k + 1)ρ] =
1
ρ
∫ 0
−1
x2kg(x)dx (4.3)
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Penjumlahan Persamaan (4.2) dan Persamaan (4.3)
menghasilkan:
f¯ [(2k + 1)ρ] + f¯ [(2k + 1)ρ] =
1
ρ
∫ 0
−1
x2kg(x)dx+
1
ρ
∫ 1
0
x2kg(x)dx
2f¯ [(2k + 1)ρ] =
1
ρ
{∫ 0
−1
x2kg(x)dx+
∫ 1
0
x2kg(x)dx
}
2f¯ [(2k + 1)ρ] =
1
ρ
∫ 1
−1
x2kg(x)dx
sehingga:
1
ρ
∫ 1
−1
x2kg(x)dx =
2
ρ
∫ 0
−1
x2kg(x)dx =
2
ρ
∫ 1
0
x2kg(x)dx
Diperoleh bahwa g(x) kontinu dan fungsi genap pada interval
[−1, 1].
Suatu fungsi g(x) yang kontinu pada interval (−1, 1) dapat
dinyatakan sebagai deret dari polinomial Legendre:
g(x) =
N−1∑
n=0
αnPn(x)
Karena g(x) merupakan fungsi genap, maka berdasarkan sifat
polinomial Legendre:
Pn(−x) = (−1)nPn(x)
yang mengakibatkan:
P2n(−x) = (−1)2nP2n(x) = P2n(x)
sehingga g(x) dapat didefinisikan ke dalam polinomial
Legendre berderajat genap:
g(x) =
N−1∑
n=0
αnP2n(x)
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atau secara ekivalen juga dapat dituliskan dalam bentuk:
f(t) =
N−1∑
n=0
αnP2n(e
−ρt) (4.4)
Yang menjadi masalah adalah ”bagaimana menentukan
nilai dari αn ?”. Pertama, diketahui bahwa P2n(e
−ρt)
adalah sebuah polinomial Legendre genap berderajat 2n yang
didefinisikan sebagai berikut:
P2n(e
−ρt) =
n∑
m=0
(−1)m (4n− 2m)!
4nm!(2n−m)!(2n− 2m)!e
−ρt(2n−2m)
=
n∑
m=0
(−1)m (4n− 2m)!
4nm!(2n−m)!(2n− 2m)!e
−2ρt(n−m)
dimana e−2ρt(n−m) dapat dinyatakan sebagai berikut:
e−2ρt(n−m) = e−2kρt, dengan k = 0, 1, . . . , n.
Diketahui bahwa:
L{e−2kρt} = 1
(s+ 2kρ)
, k = 0, 1, . . . , n.
sehingga didapatkan:
φ¯2n(s) = L{P2n(e−ρt)} = A(s)
s(s+ 2ρ) . . . (s+ 2nρ)
,
dimana A(s) merupakan polinomial dengan derajat≤
n. Selanjutnya, polinomial Legendre mempunyai sifat
ortogonalitas:∫ 1
−1
Pl(x).Pm(x)dx = 0, untuk l 6= m.
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sehingga didapatkan:∫ 1
0
x2k.P2n(x)dx = 0, untuk k < n. (4.5)
Oleh karena itu, dari Persamaan (4.2) dan Persamaan (4.5)
didapatkan:
φ¯2n[(2k + 1)ρ] = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.
dan akar-akar dari A(s) adalah:
(2k + 1)ρ, k = 0, 1, . . . , n− 1. (4.6)
Kemudian, diperoleh:
φ¯2n(s) =
(s− ρ)(s− 3ρ) . . . (s− (2n− 1)ρ)
s(s+ 2ρ) . . . (s+ 2nρ)
A (4.7)
dimana A dapat dinyatakan sebagai:∫ 1
0
x2k.P2n(x)dx = A, untuk k = n.
Dari persamaan (4.7), dapat diperoleh:
sφ¯2n(s) =
(s− ρ)(s− 3ρ) . . . (s− (2n− 1)ρ)
(s+ 2ρ) . . . (s+ 2nρ)
A
sφ¯2n(s) =
sn(1− ρ
s
)(1− 3ρ
s
) . . . (1− (2n− 1)ρ
s
)
sn(1 +
2ρ
s
)(1 +
4ρ
s
) . . . (1 + 2n
ρ
s
)
A
sφ¯2n(s) =
(1− ρ
s
)(1− 3ρ
s
) . . . (1− (2n− 1)ρ
s
)
(1 +
2ρ
s
)(1 +
4ρ
s
) . . . (1 + 2n
ρ
s
)
A
lim
s→∞ sφ¯2n(s) = A
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Nilai dari A dapat dicari dengan menggunakan teorema nilai
awal. Teorema nilai awal menyatakan bahwa [8]:
Jika s→∞, f¯(s)→ 0, dan juga,
f(t)→ f(0) ketika t→ 0
dan
e−st.f(t)→ 0 ketika t→∞
maka dapat diperoleh:
lim
s→∞ sf¯(s) = limt→0
f(t)
Berdasarkan teorema nilai awal, dapat diperoleh:
A = lim
s→∞ sφ¯2n(s) = limt→0
P2n(e
−ρt) = P2n(1) = 1
sehingga, transformasi Laplace dari P2n(e
−ρt) dapat
dinyatakan sebagai berikut:
φ¯2n(s) =
(s− ρ)(s− 3ρ) . . . (s− (2n− 1)ρ)
s(s+ 2ρ) . . . (s+ 2nρ)
Transformasi Laplace dari Persamaan (4.4) dapat diperoleh
sebagai berikut:
f¯(s) =
α0
s
+
N−1∑
n=1
(s− ρ) . . . (s− (2n− 1)ρ)
s . . . (s+ 2nρ)
αn. (4.8)
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Dengan melakukan substitusi s = ρ, 3ρ, . . . , (2n − 1)ρ
menghasilkan persamaan sistem segitiga:
ρf¯(ρ) = α0
ρf¯(3ρ) =
α0
3
+
2α1
3.5
...
ρf¯ [(2n− 1)ρ] = α0
2n− 1 +
2(n− 1)α1
(2n− 1)(2n+ 1) + . . .
+
(2n− 2)(2n− 4) . . . 2αn−1
(2n− 1)(2n+ 1) . . . (4n− 1) (4.9)
Berdasarkan Persamaan (4.6), maka Persamaan (4.9) dapat
dituliskan ke dalam bentuk lain sebagai berikut:
ρf¯ [(2k + 1)ρ] =
k∑
m=0
(k −m+ 1)m
2(k +
1
2
)m+1
αm
dengan k = n (j)m merupakan simbol Pochammer [3]:
(j)m = 1 untuk m = 0
= j(j + 1)...(j +m− 1) untuk m > 0.
Contoh 4.1 Penerapan Metode Papoulis
f¯(s) =
1
s− 0.1
Parameter metode Papoulis yang digunakan yaitu N = 2 dan
ρ = 0.2. Kemudian, dengan menggunakan Persamaan (4.8)
didapatkan persamaan sistem segitiga:
0.2
1
0.2− 0.1 = α0
0.2
1
0.6− 0.1 =
α0
3
+
2α1
3.5
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Kemudian, dapat dibentuk matriks sebagai berikut:
[
2
0.4
]
=
[
1 0
0.333 0.133
] [
α0
α1
]
Kemudian nilai dari α dapat dicari sebagai berikut:[
α0
α1
]
=
[
1 0
0.333 0.133
]−1 [
2
0.4
]
=
[
2
−2
]
Selanjutnya, dari Persamaan (4.4) dapat diperoleh:
f(t) =
1∑
n=0
αnP2n(e
−0.2t)
f(1) =
1∑
n=0
αnP2n(e
−0.2)
f(1) = α0P0(e
−0.2) + α1P2(e−0.2)
f(1) = 2.1 + (−2).(0.505) = 0.989
4.2 Uji Coba Fungsi Sederhana
Sebuah metode inversi bergantung pada parameter yang
ada dalam inversi numerik tersebut. Idealnya, hasil inversi
numerik tidak boleh sensitif terhadap berbagai variasi nilai
parameter. Namun, karena sifat inversi Laplace yang tidak
stabil, uji parametrik untuk sensitivitas metode terhadap
berbagai nilai parameter yang berbeda perlu untuk dilakukan.
Dalam tugas akhir ini, sensitivitas dari metode Papoulis akan
diuji terhadap lima fungsi sederhana. Untuk menentukan
parameter metode Papoulis yang sesuai dengan permasalahan
option, fungsi sederhana yang akan diuji dibatasi pada fitur
waktu yang kecil.
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Lima fungsi sederhana yang akan diuji untuk transformasi
inversi Laplace metode Papoulis yaitu:
L−1(5
s
) = 5 (4.10)
L−1( 1
s− 0.1) = e
0.1t (4.11)
L−1( 1
s2
) = t (4.12)
L−1( 1
s2 + 1
) = sin t (4.13)
L−1( s
s2 + 1
) = cos t (4.14)
Kriteria yang digunakan untuk menentukan parameter
yang tepat dari metode Papoulis adalah error relatif dari
parameter yang ditentukan harus kurang dari toleransi
error yang telah ditetapkan. Selanjutnya metode Papoulis
akan diterapkan pada perhitungan nilai dari lima fungsi
sederhana tersebut untuk mendapatkan nilai inversi numerik
dalam domain waktu. Hasil inversi numerik tersebut
dapat digunakan untuk mengetahui tingkat akurasi metode
Papoulis. Tingkat akurasi yang dimaksud dapat diukur
dengan mengambil rata-rata error relatif dari nilai yang telah
dihitung. Rata-rata error relatif dapat didefinisikan sebagai
berikut:
AveRellErr = (
d∑
i=1
|(a¯i − ai)/ai|)/d (4.15)
dimana a¯i merupakan hasil inversi numerik dan ai merupakan
hasil analitik pada waktu ke-i, serta d merupakan banyaknya
titik sampel yang dihitung. Dalam uji coba fungsi sederhana
yang akan dijelaskan dalam tugas akhir ini, d yang digunakan
adalah 5 dengan nilai t = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1 dan toleransi error
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yang ditentukan yaitu 5%. Ini berarti jika rata-rata error
relatif di atas 5% setelah diuji dengan lima fungsi sederhana,
maka parameter yang digunakan dianggap memiliki tingkat
akurasi yang kurang baik. Beberapa parameter yang memiliki
rata-rata error relatif kurang dari 5% pada kelima fungsi
sederhana akan dipilih untuk diterapkan pada permasalahan
penghitungan nilai American put option dengan dividen.
Beberapa nilai N dan ρ yang berbeda akan digunakan
dalam uji coba fungsi sederhana ini untuk mendapatkan
parameterN dan ρ yang sesuai dari metode Papoulis. Batasan
nilai N yang digunakan yaitu N = 15, 16, 17, . . . , 23 dan
batasan nilai ρ yang digunakan yaitu ρ = 0.5, 0.6, 0.7, . . . , 2.
Pada uji coba fungsi sederhana Persamaan (4.10), metode
Papoulis memiliki tingkat akurasi yang cukup baik untuk
berbagai nilai N dan ρ. Dengan kata lain, nilai N dan ρ yang
berbeda tidak banyak berpengaruh terhadap sensitivitas hasil
inversi numerik karena rata-rata error relatif tidak sensitif
terhadap berbagai nilai N dan ρ yang berbeda. Rata-rata
error relatif memiliki nilai di atas 5% ketika N = 23 dengan
ρ = 0.6, 0.7, 0.9, 1.1, 1.2, 1.3, 1.7, 1.8. Grafik nilai rata-rata
error relatif dari hasil uji coba Persamaan (4.10) ditunjukkan
pada Gambar 4.1.
Gambar 4.1: Plot Nilai Rata-rata Error Relatif f(t) = 5
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Pada uji coba fungsi sederhana Persamaan (4.11), metode
Papoulis juga memiliki tingkat akurasi yang cukup baik untuk
berbagai nilai N dan ρ. Dengan kata lain, nilai N dan ρ yang
berbeda tidak banyak berpengaruh terhadap sensitivitas hasil
inversi numerik karena rata-rata error relatif tidak sensitif
terhadap berbagai nilai N dan ρ yang berbeda. Rata-rata
error relatif memiliki nilai di atas 5% ketika N = 23 dengan
ρ = 0.6, 0.9, 1. Grafik nilai rata-rata error relatif dari hasil uji
coba Persamaan (4.11) ditunjukkan pada Gambar 4.2.
Gambar 4.2: Plot Nilai Rata-rata Error Relatif f(t) = e0.1t
Pada uji coba fungsi sederhana Persamaan (4.12),
parameter nilai N dan ρ yang berbeda pada metode Papoulis
banyak berpengaruh terhadap sensitivitas hasil inversi
numerik karena rata-rata error relatif sangat sensitif terhadap
berbagai nilai N dan ρ yang berbeda. Rata-rata error relatif
memiliki nilai di bawah 5% pada 34 nilai pasangan parameter
N dan ρ yang bersesuaian seperti yang terlihat pada Gambar
4.3. Grafik nilai rata-rata error relatif dari hasil uji coba
Persamaan (4.12) ditunjukkan pada Gambar 4.3.
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Gambar 4.3: Plot Nilai Rata-rata Error Relatif f(t) = t
Sedangkan untuk Persamaan (4.13) dan Persamaan
(4.14), metode Papoulis memiliki tingkat akurasi yang cukup
baik untuk nilai parameter N dan ρ tertentu. Grafik nilai
rata-rata error relatif dari hasil uji coba Persamaan (4.13)
dan Persamaan (4.14) secara berurutan ditunjukkan pada
Gambar 4.4 dan Gambar 4.5.
Gambar 4.4: Plot Nilai Rata-rata Error Relatif f(t) = sin t
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Gambar 4.5: Plot Nilai Rata-rata Error Relatif f(t) = cos t
Berdasarkan hasil uji coba kelima fungsi sederhana
di atas, terdapat 28 nilai pasangan parameter yang memiliki
nilai rata-rata error relatif di bawah 5% untuk kesemua lima
fungsi sederhana yang diuji. 28 nilai pasangan parameter yang
memenuhi rata-rata error relatif di bawah 5% ditunjukkan
pada Tabel 4.1.
Tabel 4.1: Nilai Pasangan Parameter Metode Papoulis
dengan Rata-rata Error Relatif di Bawah 5% pada Kelima
Fungsi Sederhana
No (N, ρ) No (N, ρ) No (N, ρ) No (N, ρ)
1 (15,1.9) 8 (19,1.5) 15 (21,1.5) 22 (22,1.3)
2 (16,1.2) 9 (19,1.8) 16 (21,1.8) 23 (22,1.5)
3 (16,1.6) 10 (19,1.9) 17 (21,1.9) 24 (22,1.6)
4 (17,1.6) 11 (20,1.3) 18 (21,2) 25 (22,1.8)
5 (18,1.3) 12 (20,1.8) 19 (22,0.5) 26 (22,2)
6 (18,1.7) 13 (21,1.2) 20 (22,0.8) 27 (23,0.8)
7 (19,0.6) 14 (21,1.4) 21 (22,1) 28 (23,1.6)
28 nilai pasangan parameter (N, ρ) inilah yang akan dipilih
dan digunakan pada aplikasi terhadap permasalahan harga
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exercise optimal American put option.
4.3 Aplikasi Formula Harga Exercise Optimal
Setelah melakukan uji coba fungsi sederhana pada sub
bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa 28 nilai pasangan
parameter (N, ρ) yang terdapat pada Tabel 4.1 merupakan
beberapa pasangan parameter yang paling sesuai untuk
metode Papoulis yang akan diterapkan pada permasalahan
penentuan harga exercise optimal American put option
dengan karakteristik waktu yang kecil. Dalam sub bab
berikut ini, akan dibahas mengenai aplikasi metode Papoulis
dengan 28 nilai pasangan parameter (N, ρ) tersebut pada
penentuan harga exercise optimal American put option.
Selain itu, penulis menggunakan software MATLAB untuk
menghitung nilai S¯f untuk setiap nilai p yang diberikan.
Kemudian, penulis menggunakan metode Papoulis pada S¯f
untuk mendapatkan nilai Sf dalam domain waktu.
Untuk menguji tingkat akurasi metode Papoulis, pertama
akan dibandingkan hasil numerik metode Papoulis dengan
hasil inversi secara analitik yang telah berhasil dilakukan oleh
Zhu [7] pada penghitungan nilai exercise optimal American
put option tanpa pembayaran dividen. Jadi, pertama-tama
penulis akan menggunakan contoh yang sama seperti yang
digunakan oleh Zhu [7] dengan tujuan untuk menentukan
tingkat akurasi metode Papoulis.
Parameter pada Persamaan (2.14) yang digunakan dalam
contoh ini, yaitu: γ = 2.222 dan D = 0 dengan σ = 30%,
yang bersesuaian dengan waktu kontrak option yang berlaku
selama 1 tahun. Data hasil inversi analitik yang telah
dilakukan oleh Zhu [7] ditunjukkan pada Tabel 4.2.
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Tabel 4.2: Hasil Inversi Analitik Zhu
No τ Hasil Inversi Analitik
1 0.005 0.84830692
2 0.010 0.81923386
3 0.015 0.80187124
4 0.020 0.78790613
5 0.025 0.77928012
6 0.030 0.77144913
7 0.035 0.76493095
8 0.040 0.75938297
9 0.045 0.75458026
Kemudian penulis melakukan uji coba tingkat akurasi
28 nilai pasangan parameter (N, ρ) metode Papoulis pada
perhitungan nilai exercise optimal American put option
tanpa dividen yang telah dilakukan oleh Zhu [7]. Tingkat
akurasi yang dimaksud dapat diukur dengan mengambil
rata-rata error relatif dari nilai hasil inversi analitik pada
Tabel 4.2. Hasil perhitungan nilai rata-rata error relatif
28 nilai pasangan parameter (N, ρ) metode Papoulis pada
perhitungan nilai exercise optimal American put option
tanpa dividen ditunjukkan pada Tabel 4.3
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Tabel 4.3: Rata-rata Error Relatif Perhitungan Nilai Exercise
Optimal pada American Put Option tanpa dividen
No (N, ρ) AvgER No (N, ρ) AvgER
1 (15,1.9) 0.0015 15 (21,1.5) 0.0023
2 (16,1.2) 0.0019 16 (21,1.8) 0.0098
3 (16,1.6) 0.0016 17 (21,1.9) 0.0536
4 (17,1.6) 0.0013 18 (21,2) 0.0259
5 (18,1.3) 0.0015 19 (22,0.5) 0.1147
6 (18,1.7) 0.0012 20 (22,0.8) 0.2110
7 (19,0.6) 0.0030 21 (22,1) 0.0452
8 (19,1.5) 0.0017 22 (22,1.3) 0.0242
9 (19,1.8) 0.0010 23 (22,1.5) 0.0810
10 (19,1.9) 9.8558e-004 24 (22,1.6) 0.6059
11 (20,1.3) 0.0011 25 (22,1.8) 0.1302
12 (20,1.8) 9.9331e-004 26 (22,2) 0.2669
13 (21,1.2) 0.0034 27 (23,0.8) 1.3807
14 (21,1.4) 0.0024 28 (23,1.6) 3.9174
Tabel 4.3 menunjukkan ketika N = 19 dan ρ = 1.9,
metode Papoulis menunjukkan nilai rata-rata error relatif
terkecil. Nilai rata-rata error relatif yang sangat kecil ini
menunjukkan bahwa metode Papoulis dengan parameter
N = 19 dan ρ = 1.9 bekerja sangat baik dalam permasalahan
penentuan nilai exercise optimal American put option.
Dalam sub bab berikutnya, penulis juga akan menggunakan
parameter N = 19 dan ρ = 1.9 pada perhitungan nilai
exercise optimal American put option dengan dividen.
Dalam Gambar 4.6, penulis menunjukkan hasil plot hasil
nilai Sf dengan τ . Dari gambar tersebut terlihat bahwa
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kurva hasil perhitungan metode Papoulis dengan N = 19
dan ρ = 1.9 cukup sesuai dengan kurva inversi pendekatan
analitis Zhu.
Gambar 4.6: Nilai Exercise Optimal menggunakan Metode
Papoulis dengan D0 = 0
4.4 Analisa Performansi Metode Papoulis
Dalam sub bab ini, akan dibahas mengenai analisa
performansi metode Papoulis pada perhitungan nilai exercise
optimal American put option dengan dividen. Untuk menguji
performansi metode Papoulis, pertama akan dibandingkan
hasil numerik metode Papoulis yang akan dilakukan dengan
hasil numerik metode Gaver-Stehfest yang telah diteliti oleh
Jin Zhang [7]. Alasan penulis memilih metode Gaver-
Stehfest untuk dibandingkan karena metode Gaver-Stehfest
merupakan metode invers transformasi Laplace yang telah
berhasil diterapakan pada perhitungan nilai exercise optimal
American put option dengan dividen.
Diketahui bahwa formula harga exercise optimal dari
American put option dengan dividen dalam ruang Laplace
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diberikan sebagai berikut [7]:
S¯f (p)
q1 γ + p+ (D − γ)q2
q2(p+ γ)(p+D)
+S¯f (p)D
1− q2
pq1q2(p+D)
= − γ
p1+q1(p+ γ)
Kemudian penulis akan menggunakan contoh yang sama
seperti yang digunakan Jin Zhang untuk mengetahui
performansi metode Papoulis. Parameter pada formula harga
exercise optimal American put option dengan dividen yang
digunakan oleh Jin Zhang dalam perhitungan ini yaitu: strike
price X = $100, tingkat suku bunga r = 5%, nilai dividen
D0 = 5%, volatilitas dari underlying asset σ = 30%, waktu
kontrak option berlaku selama 1 tahun dan waktu menuju
berakhirnya kontrak τ = 0.006116 (t = 0.864). Selanjutnya
metode Papoulis dengan parameter N = 19 dan ρ = 1.9 akan
diterapkan pada formula harga exercise optimal American
put option dengan dividen dengan menggunakan parameter-
parameter tersebut.
Pertama-tama, dilakukan pencarian nilai akar S¯f untuk
setiap nilai p yang diberikan dengan menggunakan bantuan
software MATLAB. Hasil nilai S¯f ditunjukkan pada Tabel
4.4.
Tabel 4.4: Nilai S¯f
k S¯f k S¯f k S¯f k S¯f
0 0.2364 5 0.0280 10 0.0159 15 0.0113
1 0.0878 6 0.0242 11 0.0147 16 0.0107
2 0.0560 7 0.0214 12 0.0136 17 0.0101
3 0.0417 8 0.0191 13 0.0127 18 0.0096
4 0.0334 9 0.0174 14 0.0119
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Kemudian, dengan menggunakan Persamaan (4.8)
didapatkan persamaan sistem segitiga:
(1.9)(0.0878) = α0
(1.9)(0.0560) =
α0
3
+
2α1
3.5
...
(1.9)(0.0096) =
α0
37
+
36α1
37.39
+ . . .+
36.34 . . . 2α18
37.39 . . . 73
Kemudian, dapat dibentuk matriks sebagai berikut:
0.4492
0.1668
...
0.0183
 =

1 0 . . . 0
0.333 0.133 . . . 0
...
...
. . . 0
0.0270 0.0249 . . . 2.1273e− 12


α0
α1
...
α18

Kemudian nilai dari α dapat dicari sebagai berikut:
α0
α1
...
α18
 =

1 0 . . . 0
0.333 0.133 . . . 0
...
...
. . . 0
0.0270 0.0249 . . . 2.1273e − 12

−1 
0.4492
0.1668
...
0.0183

Hasil nilai α ditunjukkan pada Tabel 4.5.
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Tabel 4.5: Nilai αk
n αn n αn n αn n αn
0 0.4492 5 0.0285 10 0.0103 15 0.0060
1 0.1284 6 0.0210 11 0.0095 16 0.0049
2 0.0721 7 0.0182 12 0.0078 17 0.0057
3 0.0522 8 0.0142 13 0.0074 18 9.0578e-05
4 0.0350 9 0.0128 14 0.0062
Selanjutnya, dengan menggunakan Persamaan (4.4) dapat
diperoleh:
f(t) =
1∑
n=0
αnP2n(e
−1.9t)
f(0.006116) =
18∑
n=0
αnP2n(e
−(1.9)(0.006116))
f(0.006116) = α0P0(e
−0.001162) + α1P2(e−0.001162)
+ . . .+ α18P36(e
−0.001162)
f(0.006116) = 0.6989
Perhitungan metode Papoulis yang diterapkan pada
formula harga exercise optimal American put option
dengan dividen menghasilkan nilai exercise optimal
Sf = 0.6989$100 = $69.89. Tabel 4.6 menunjukkan
perbandingan performansi pada perhitungan nilai Sf pada
mesin Intel Core i3, 1.8 GHz, menggunakan metode Gaver-
Stehfest dan metode Papoulis. Penulis menggunakan software
MATLAB 7.10.0 untuk mendapatkan performansi dari kedua
metode pada perhitungan nilai American put option dengan
dividen.
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Tabel 4.6: Perbandingan Performansi
Gaver-Stehfest Papoulis
Sf ($) Kec. Komputasi (detik) Sf ($) Kec. Komputasi (detik)
70.31 0.011348 69.89 0.031196
Dari Tabel 4.6, dapat dilihat bahwa kecepatan komputasi
dari metode Papoulis sedikit lebih lambat dibandingkan
dengan kecepatan komputasi metode Gaver-Stehfest. Namun,
nilai Sf yang dihasilkan oleh perhitungan metode Papoulis
lebih rendah daripada nilai Sf yang dihasilkan metode
Gaver-Stehfest. Hasil plot dari metode Papoulis untuk
penghitungan nilai American put option dengan dividen
menggunakan parameter option yang telah disebutkan di atas
dapat dilihat pada Gambar 4.7.
Gambar 4.7: Nilai Exercise Optimal menggunakan Metode
Papoulis dengan Dividen
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Setelah melakukan pembahasan mengenai performansi
metode Papoulis, metode Papoulis merupakan metode yang
cukup baik untuk permasalahan penentuan nilai exercise
optimal American put option. Terdapat beberapa keuntungan
dalam menggunakan metode Papoulis. Pertama, metode
Papoulis memiliki tingkat akurasi yang baik untuk rentang
waktu yang kecil. Kedua, keseluruhan gagasan metode
Papoulis adalah untuk menjaga inversi numerik sederhana
dan efisien, yang merupakan daya tarik khusus bagi para
praktisi pasar. Namun, metode Papoulis membutuhkan 2
parameter N dan ρ sehingga cukup rumit untuk menentukan
nilai optimal dari kedua parameter tersebut.

BAB V
PENUTUP
Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
Tugas Akhir ini serta saran untuk penelitian selanjutnya.
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan analisis dan pembahasan pada bab
sebelumnya, terdapat 28 nilai pasangan parameter (N, ρ)
pada metode Papoulis yang memiliki tingkat akurasi yang
baik untuk menyelesaikan fungsi sederhana yang berada
dalam ruang Laplace. Kemudian 28 nilai pasangan parameter
(N, ρ) tersebut diterapkan pada penghitungan nilai exercise
optimal American put option tanpa dividen dan didapatkan
bahwa parameter metode Papoulis yang cocok digunakan
dalam permasalahan penghitungan nilai exercise optimal
American put option yaitu N = 19 dan ρ = 1.9. Selanjutnya
dilakukan analisa performansi metode Papoulis dengan
parameter N = 19 dan ρ = 1.9 yang diterapkan pada
perhitungan nilai exercise optimal American put option
dengan dividen menghasilkan nilai exercise optimal bagi
pembeli option sebesar $69.89 dengan kecepatan komputasi
0.031196 detik.
5.2 Saran
Saran dari tugas akhir ini yaitu, pada tugas akhir
ini hanya meneliti pada perhitungan nilai exercise optimal
American put option saja. Untuk penelitian selanjutnya
dapat diteliti mengenai penerapan metode Papoulis pada
perhitungan nilai exercise optimal American call option untuk
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mengetahui performansi metode Papoulis pada berbagai
mekanisme option.
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